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УДК 512.56, 512.57 

 

С.М. Луцак 

(Евразийский национальный университет им. Л.Н. Гумилева 

Астана, Республика Казахстан, sveta_lutsak@mail.ru) 

 

РЕШЕТКИ ПОДПОЛУГРУПП ЭЛЕМЕНТАРНЫХ ТЕОРИЙ 

ДЛЯ НЕКОТОРЫХ Q-УНИВЕРСАЛЬНЫХ КВАЗИМНОГООБРАЗИЙ 

 
Аннотация. Cтроение производных решеток различного типа изучалось многими авторами.Решетки 

подполугрупп являются важными представителями производных решеток.В работе рассматривается решетка 

подполугрупп коммутативной полугруппы элементарных теорий класса алгебраических систем 

фиксированной сигнатуры . Изучается строение этой решетки для следующих случаев: сигнатура  состоит 

только из одного двухместного предикатного символа, только из одного унарного функционального символа; 

сигнатура  содержит лишь счетное множество одноместных предикатных символов, счетное множество 

константных символов. Доказана теорема о вложимости определенной решетки в решетку подполугрупп 

элементарных теорий класса . Показано, что этот класс может являться квазимногообразием, в некоторых 

случаяхQ-универсальным.Установлено, что для перечисленных сигнатур решетка подполугрупп элементарных 

теорий содержит в качестве подрешетки решетку, изоморфную решетке идеалов свободной решетки счетного 

ранга. 

Ключевые слова: решетка, подрешетка, полугруппа, элементарная теория, Q-универсальность. 

 

Введение 

Решетки подалгебр являются важными представителями производных решеток, к числу 

которых относятся также решетки подмножеств, разбиений, конгруэнцийи др.В настоящей работе 

исследуется строение решетки подполугрупп коммутативной полугруппы элементарных 

теорий класса  алгебраических систем фиксированной сигнатуры . Отметим, что 

полугруппы элементарных (полных) теорий изучаются и другими авторами [1-8]. Строение 

производных решеток различного типа (например, решеток квазимногообразий, решеток 

подполугрупп) также рассматривалось в литературе [9, 10].Авторомначато изучение вопроса о том, 

какие решетки могут быть вложены в решетку , т.е. являются ее подрешетками. Тем 

самым фактически ставится задача о сложности строения этой решетки.Главным результатом работы 

является утверждение о том, что решетка [ , соответственно]может 

быть вложена в решеткуууу подполугрупп элементарных теорий класса для 

некоторых определенных фиксированных сигнатур; класс  может 

являтьсяквазимногообразием, причем в некоторых случаях Q-универсальным, см. теорему. Также 

автором установлено, что приопределенной сигнатуре класса решеткаааа содержит 

в качестве подрешетки решетку идеалов свободной решетки счетного ранга, см. следствия 1 и 2. 

2 Основные определения и обозначения 

Напомним некоторые основные понятия и общепринятые обозначения; понятия, здесь не 

определенные, могут быть найдены в [9, 11, 12]. 

Алгебраической системой сигнатуры  называется парааааааа , состоящая из непустого 

множества , называемого носителем или основным множеством системы , и сигнатуры . 

Сигнатурой называется множество , состоящее из функциональных, предикатных и константных 

символов, т.е. .Алгебраические системы мы обозначаем рукописными буквами, а 

их носители – курсивными прописными буквами. Алгебраическая система сигнатуры  называется 

предикатной, если  не содержит функциональных символов, и алгеброй, если  не содержит 

предикатных символов [9, с. 2].Пусть  и  - алгебраические системы сигнатуры Тогда  и  

называются элементарно эквивалентными (обозначаем ) [12, c. 152], если, для любого 

предложения  сигнатуры , .Запись  означает, что предложение истинно 

на . Множество предложений  сигнатуры , истинных на , называется элементарной 

теорией системы  или просто теорией  и обозначается через  [12, c.152]. Отношение 

 равносильно равенству  [12, c.152]. Изоморфные алгебраические системы 
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 и  сигнатуры  обозначаем . Если , то . Для конечных систем верно и 

обратное утверждение [12, c.152]. 

Обозначим через  класс всех систем сигнатуры . Запись  означает, что класс  

имеет фиксированную сигнатуру . Пусть класс  замкнут относительно декартовых 

произведений. Для алгебраических систем ,  полагаем . 

Нетрудно видеть, что операция  ассоциативна и коммутативна. Кроме того, очевидно, что если 

система  тривиальна, то . Таким образом, алгебра 

 является коммутативной полугруппой с единицей. Эту 

полугруппу мы называем полугруппой элементарных теорий классасасаса . 

Частично упорядоченное множество  называется нижней полурешеткой, если любые два 

элемента имеют точную нижнюю грань  [9, с. 9]. Двойственным образом определяется 

верхняя полурешетка [9, с. 9]. Частично упорядоченное множество  называется решеткой, если оно 

одновременно является верхней и нижней полурешеткой [9, с. 10]. Решетка  называется полной, 

если любое подмножество имеет точную верхнюю и точную нижнюю грани [9, с. 11]. Для 

нижней [верхней, соответственно] полурешетки  [ ]обозначим 

через решетку всех нижних [верхних]подполурешеток в . Аналогично, для произвольной 

полугруппы  через  обозначим решетку всех подполугруппполугруппы .Пусть  и  - 

решетки [полурешетки]. Гомоморфизм  называется вложением  в , если  инъективен 

[9, c. 3]. Для двух решеток [полурешеток]  и  запись  означает, что вложима в , т.е. 

 является подрешеткой [подполурешеткой] в . 

Пусть  обозначает множество натуральных чисел. Обозначим через (верхнюю) 

полурешетку подмножеств n-элементного множествапо объединению и через (нижнюю) 

полурешетку подмножеств n-элементного множества по пересечению, для любого .Пусть 

обозначает множество всех конечных подмножеств в .Обозначим 

через (верхнюю) полурешеткувсех конечных подмножеств  по объединению 

и через (нижнюю) полурешетку конечных подмножеств  по пересечению. 

 

3Основнойрезультат 

Теорема.Пусть класс замкнут относительно декартовых произведений.Справедливы 

следующие утверждения. 

i) для классасасаса сигнатуры , содержащей только один 

бинарный предикатный символ или только один унарный функциональный символ. 

ii) для классасасасасасасаса сигнатуры , содержащейлишь счетное 

множество одноместных предикатных символов. 

Класс  может являтьсяквазимногообразием, причем для случая (i) Q-

универсальным. 

Идея доказательства теоремы. (i) Известно,что . Поэтому 

достаточно показать, что . Последнее вложение будет следовать из 

. (ii) Рассматривая нижнюю полурешетку и рассуждая аналогично, 

достаточно установить, что имеет место вложение . 

 

Доказательство теоремы. (i) Пусть класс  имеет сигнатуруууууууууууууууу , которая содержит 

только один бинарный предикатный символ, т.е. . Для , , пусть  обозначает 

граф , такой что для любых ,  тогда и только тогда, когда 

. Через  обозначим тривиальный граф, т.е. .  назовем 

ориентированным циклом длины . Пусть – счетное множество попарно 

различных простых чисел. Определим отображение  по правилу: 

 

, 
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где 

– ориентированный цикл длины , 

 

(полагаем, что ). 

 

Корректность отображения очевидна. Докажем, что отображение  является гомоморфизмом и 

инъективно. Пусть . Покажем, что 

 

. 

 

Действительно, 

, 

 

поскольку 

 
 

согласно [13, лемма 3.2]. С учетом 

, 

 

получим 

. 

 

Далее, покажем, что если , то . Пусть . Тогда существует 

замкнутая формула  

 

 
 

сигнатуры s , такая что  

  и , 

 

иначе  делило бы , и отсюда, , что противоречит условию. Поэтому 

 

. 

 

Следовательно, отображение  является вложением. 

Пусть сигнатура  содержит только один унарный функциональный символ, т.е. .Для 

, , пусть  обозначает цикл длины  (нетривиальный 1-порожденный циклический унар 

[14, с. 7]).Через  обозначим тривиальный унар (цикл длины 1).Пустьснова – 

счетное множество попарно различных простых чисел. Определим отображение  

по правилу: 

 

, 

где 

– цикл длины , 

 

(полагаем, что ). 

 

Отображение корректно. Покажем, что отображение является гомоморфизмом и 

инъективно.Пусть . Установим, что 
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. 

 

Поскольку  

 
 

согласно [13, лемма 3.2], имеем 

 

. 

 

С учетом 

, 

 

получим 

. 

 

Теперь покажем, что если , то . Пусть . Тогда существует 

замкнутая формула  

или  

 

сигнатуры s , такая что  

  и , 

 

иначе  делило бы , и отсюда, , что противоречит условию. Поэтому 

 

. 

 

Значит, отображение  является вложением. 

(ii) Пусть сигнатура  содержит лишь счетное множество одноместных предикатных символов, 

т.е. . Для , пусть обозначает одноэлементную предикатную систему 

сигнатуры , такую что  тогда и только тогда, когда . Заметим, что для любого 

множества  выполнено равенство . Определим отображение 

 по правилу: 

 . 

 

Корректность отображения очевидна. Установим, что отображение  является гомоморфизмом 

и инъективно. Пусть . Покажем, что  

 

. 

 

Поскольку  тогда и только тогда, когда , и  тогда и 

только тогда, когда , и, следовательно,  тогда и только тогда, когда 

; получим, 

. 

 

Так как  

, 

имеем  

. 
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Установим, что если , то . Пусть . Тогда существует замкнутая 

формула  (найдется индекс ) 

 

  

сигнатуры , такая что  

  и . 

Значит,  

. 

 

Таким образом, отображение  является вложением. 

Класс алгебраических систем сигнатуры может быть квазимногообразием, а именно, 

для случая (i) квазимногообразием всех ориентированных графов (изучалось в работе [15]); 

многообразием всех унаров (см. работу [14]); для случая (ii) многообразием всех одноэлементных 

систем счетной сигнатуры, состоящей из одноместных предикатныхсимволов (рассматривалось в 

работах [15,16]). Квазимногообразие всех ориентированных графови многообразие всех унаров, 

согласно [13, §5],являются AD-классами, и, следовательно, согласно [13, следствие 3.5], являются Q-

универсальными.Теорема доказана. 

 

Заметим, что для случая, когда сигнатура  содержит лишь счетное множество константных 

символов, также имеет место результат, аналичныйпункту (ii) теоремы.В этом случае 

класс алгебраических систем сигнатуры может бытьквазимногообразием всех 

одноэлементных систем счетной сигнатуры, состоящей из константных символов (рассматривалось в 

работе[15]). 

Известно, что решетка идеалов свободной решетки счетного ранга вложима в решетку 

, см. работу М.Е. Адамса и В. Дзебяка [17, lemma 3.1] или В.А. Горбунова [9, 

следствие 4.2.5]. Таким образом, доказанная выше теорема фактически устанавливает тот факт, что 

решеткаааа подполугрупп элементарных теорий класса  определенной 

фиксированной сигнатуры  (см. теорему) содержит в качестве подрешетки решетку, изоморфную 

решетке идеалов свободной решетки счетного ранга; и с учетом того, что имеет место 

следующий изоморфизм . 

 

Следствие 1. Решеткакакакакакакакакакака идеалов свободной решетки счетного ранга вложима в 

решеткууууууууууууууу подполугрупп элементарных теорий класса сигнатуры  в следующих 

случаях: 

[10]  содержит только один бинарный предикатный символ; 

[11]  содержит только один унарный функциональный символ; 

[12]  содержит лишь счетное множество одноместных предикатных символов; 

[13]  содержит лишь счетное множество константных символов. 

 

Следствие 2. Решеткаааа подполугрупп элементарных теорийсодержит в качестве 

подрешетки решеткукукукукуку идеалов свободной решетки счетного ранга для следующих Q-

универсальных классов : 

i) квазимногообразие всех ориентированных графов; 

ii) многообразие всех унаров. 

 

Заключение 

Результаты, полученные автором, имеют теоретический характер и могут быть использованы в 

дальнейших исследованиях в данном направлении.В связи с доказанной теоремой, естественным 

представляется вопрос о том, будет ли аналогичныйрезультат справедливдля 

классов других сигнатур. 
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Если рассматривать в качестве классасасасасасаса  упомянутые в доказательстве теоремыQ-

универсальные квазимногообразия, для которых, очевидно,решетка квазимногообразий 

являетсяQ-универсальной, т.е. имеет сложное строение, то что в этом случае можно говорить о 

строениирешетки подполугрупп элементарных теорий этого класса.А именно, влечет ли Q-

универсальность решетки квазимногообразий сложность решетки . 

Теорема открывает возможность для изучения свойств решетки подполугрупп 

коммутативной полугруппы элементарных теорий через изучение свойств вложимойв нее 

решетки .Представляет интерес вопрос о том, какие еще решетки вложимы в 

. 

В заключение отметим, что некоторые авторы изучают подполугруппы элементарных типов, 

см., например, [1, с.196]. Напомним определение элементарного типа алгебраической системы. Пусть 

– класс алгебраических систем фиксированной сигнатуры, замкнутый относительно прямых 

произведений. Пусть алгебраическая система  Тогда 

называетсяэлементарным типом системы  (относительно класса ). 

Положим .Очевидно, что операция является ассоциативной. 

Алгебрааааа называется полугруппой элементарных типов классасасаса .Изучение 

строения решетки подполугрупп полугруппы элементарных типов класса  такжевызывает 

интерес. 
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Луцак С.М. 

Кейбір Q-əмбебап квазикөпбейнелер үшін элементар теорияларының жартылайтоптар астындағы 
торлар 

Түйіндеме. Əртүрлі үлгідегі туынды торларының құрылысын көптеген авторлар зерттеп таныған. 

Жартылайтоптар астындағы торлар туынды торлардың маңызды түрі болып табылады. Жұмыста белгіленген 

сигнатурасының алгебралық жүйелерінің класс элементар теорияларының коммуникативті жартылайтоптар 

астындағы жартылайтоптардың торлары қарастырылады. Келесі жағдайлар үшін осы тордың құрылысы 

зерттеледі:  сигнатурасы тек қана екі орындық предикаттық белгіден тұрады, тек қана бір унарлық 

функционалдық белгіден тұрады;  сигнатурасында тек қана есептілік көптеген бірорындық предикаттық 

белгілер, константалық белгілердің есептілік жиынтығы бар. Белгілі тор жүйелерінің класс элементар 

теорияларының жартылайтоптар астындағы торларға салынатыны туралы теориясы дəлелденген. классы 

квазикөпбейне болып табылатыны, кейбір жағдайларда Q-əмбебап бола алатыны көрсетілді. Атап шыққан 

сигнатуралар үшін элементар теорияларының жартылайтоптардың астындағы торында іштор ретінде есептілік 

рангінің бос тордың идеалды торына изорморфты болған торды ұстайтыны анықталды. 

Түйін сөздер:тор, іштор, жартылай топ, элементар теория,Q-əмбебаптық. 

 

Lutsak S.М. 

Subsemigroup lattices of elementary theoriesfor some Q-universal quasivarieties 

Summary. The structure of derivativelattices of different types has been studied by many authors.Subsemigroup 

lattices are important representatives of derivative lattices. This paper considers the subsemigroup lattice of 

commutative semigroup of elementary theories of class  of algebraic structures of a fixed signature .We study the 

structure of this lattice in the following cases: a signature  consists of only one binary relation symbol, it contains only 

one unary functional symbol; a signature  contains only countably many unary relation symbols, it 

containsonlycountably many constant symbols. It is proved a theorem about the embeddability of a certain lattice into 

the subsemigroup lattice of commutative semigroup of elementary theories of class . It is shown that the class  can 

be a quasivariety; in some cases it can be a Q-universal quasivariety. It is established that for the above signature 

subsemigroup lattices of elementary theories contains, as a sublattice, a lattice that is isomorphic to the ideal lattice of a 

free lattice of countable rank. 

Key words: lattice, sublattice,semigroup, elementary theory,Q-universality. 
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МУЛЬТИАГЕНТТІК ЖҮЙЕЛЕР МЕН ОЛАРДЫҢ ЖАЛПЫ ЖƏНЕ ТӨТЕНШЕ 
ЖАҒДАЙЛАРДА ҚОЛДАНЫСЫ 

 
Андатпа. Бұл мақала жер сілкінісі орын алғаннан кейінгі жаяу жүргіншілердің, яғни адами агенттердің 

қозғалысын модельдеу үшін бағытталған мультиагенттік жүйелер негізіндегі үлгілеуді сипаттайды. Негізгі 

зерттеу объектісі ретінде Алматы қаласы алынған, бұл зерттеулерді жүзеге асыру үшін Ливан қаласына 

қатысты зерттеулер мысал ретінде қарастырылған. Модельдеудің негізгі мақсаты алдағы уақытта орын алуы 

мүмкін төтенше жағдайларды, оның ішінде жер сілкінісінің уақыты, деңгейі, орын алатын ауданы сияқты 

ақпараттарды болжамды түрде алу жəне қауіпсіздікпен қамтамасыз етуде шаралар қолдану болып табылады. 

Осындай ақпараттар жинақтау төтенше жағдайлармен айналысушы мекемелерге қажетті ақпаратты уақтылы 

береді жəне зардаптардың алдын алу мақсатында шаралар қолдануға мүмкіндік туындатады.  

Кілттік сөздер: мультиагенттік жүйелер, төтенше жағдайлар, жер сілкінісі, агенттер, ғимараттар, 

мекемелер. 

 

Мультиагенттік жүйелер негізінде модельдеу – бұл имитациялық модельдеудің күшті 

əдістерінің бірі, мұның көмегімен соңғы жылдары көптеген қосымшалар, соның ішінде нақты бизнес-

тапсырмаларды шешуге арналған қосымшалар құрастырылды. Мультиагенттік жүйелер негізінде 

модельдеудің негізгі төрт қолданылу аймағы белгілі: ағымды имитациялау, ұйымдастырушылық 

модельдеу, нарықты модельдеу жəне диффузиондық модельдеу. Əрбір категория үшін бір немесе 

бірнеше бизнес-қосымшаларға талдау жасалады. [1] 
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